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1. Mớ dầu
Bài toán ước lượng tối ưu trong các mô hinh thông kê tuyến tính và phi tuyến  
đã được khaỏ sát nhiều (xem [1,2]). Trong [•')] đã chứng minh sự tồn  tại ước lượng  
Bayes cho mô hinli phi tu ven 1-chiồu. Bài này nới lộng kết quả trên sang trường 
hợp nhiều chiều và đưa ra cách xấp xỉ irức lượng Bayes trong mô hình trên.
2. về sự tồn tại U'ớc lượng Bayes trong mô liìn li phi tuyến nhiều chiều
Trước hết ta đu'a ra vài ký hiệu thường dùng
-  M ( n  X q) ,  M ( p  X r )  -  các không gian tât cã các ma trận cap Tì X q và p  X r.
- B( n X q),  Bị p  X r) - Các (T-đại số Borel trên các không gian M ( n  X q) và M ( p  X r).
- R n , R p - Các không gian Euclide 11-chiều và p-chiều.
Xét mô hinh thông kê có dạng sau
A =  ọ (B) +  £, (1)
trong đó:
-  A' - pliần tù' quan trắc ngẫu nhiên có tri trong M ị n  X q) .
- £ - phần từ  sai ngẫu nhiên có trị trong M { n  X q).
- 9 - tliam sô chưa biết, 6 e 0 ,  với 0  là. tập compact thuộc M(p  X r ) .
- ự>: hàm phi tuyến cho trưđc, ọ  : 0  — M ị n  X q).
MÔ hình (1) đ ư ợ c  gọi là m ô h ình  phi tuyến  r-chiều với không gian tliain  com pact.  
Nêu 9 = 1, r  = 1 ( tứ c  là M( ì ĩ  X q) =  R' \  M ( p  X /•) =  r p ) thi (1) đ ư ợ c  gọi là m ô  liinh phi 
tu y ến  1-chiều với không gian th a m  com pact. Mô lìinh này  đư ợ c  khảo  sát t rong  [3].
Dinh nghiã 2.1. Ilàrn  /ì : AI (lì X q),B(n X q)) — M{p X r),lỉ(p X r)) gọi là ước lương cuà  
th a m  â n  0 e 0  c  M{p X ?’) nêu h là h à m  Borel đo được.
H àm  Borcl đo đưọ'c h gọi là bị chặn nêu
sup \\h.(x )||A/(pxr) < +30-
x ^ M ( n x g )
H àm  Borel đo đư ợ c  h gọi là h ầ u  hết t)ị chặn nếu tồ n  tạ i  tập  B E B(n X q),ịi{B) =  0,
sup liM-c)II.U(pxr) < + 00,
. r £ M ( n x q ) - B
t rong  đó ị.1 là clộ đo  ơ-hừu liạn trong  không gian đo đu'ọ'c M(p X r),B{p X r).
Ký hiệu B ịM ịp x r ) )  là không gian t â t  cà các hàm  đo đư ợ c  và bị chặn^L ^Í^ .^ /Ípx ;-) )  
là không gian t â t  cà liàm đo đư ợ c  và h ầ u  hế t  bị chặn "(thực ch ấ t  là các lớp tư ơ ng  
đ ư ơ n g  sau khi đ ã  đ ổ n g  n h ấ t  các h à m  h ầ u  liết b ằng  nhau).  Dê th ấ y  chúng là các 
không gian B anach  với ( 'huân
I H l B ( , U ( í > x r ) )  =  S l i p  Ị Ị / í Í - ^ O I I a / C p x t - )
x£\ I(n ,iị)
II* IU =  hlf  sul' IIM'OlLu(pxr) 
và theo  clịnh ngliià chúng tạo  th àn h  các lớp ước lirợng cuả  th a m  ẩn  0 e  0  c  M ( p x  r). 
Dinh nghiã 2 .2 . Cho h là h àm  đư ợ c  xác đ ịnh  bời
H : Aỉ(ìi X q) X 0  —<■ M(p  X r) X 0 ,  H(x,0) =  (h(x),ỡ)
và  cho liàm  không âm  '
L  : M ị p  X í') X 0  —  ỉ ỉ + =  [ 0 , + o e ] .
Khi ấv  liàm  hợp  L(h{.),.) =  L.H : M(n  X ạ . ) 0  —  R + đ ư ơ c  gọi là h à m  tổn  th ấ t .
Đinh nghiã 2.3. Cho không gian th a m  com pact 0  c  M{p X r) và  <7-đạ i  sô Borel B(Q) 
t rên  0 .  X ác cìịiili m ộ t  d ộ  đo xác su ấ t  T  t rôn  ( 0 , £ > ( 0 ) )  và gọi T  là ph ân  phối xác 
su â t  t rê n  ngh iệm  c u à  0 6 0 . Biết 1’ằng  với |)liần tù' quan  t rắ c  ngẫu  nhiên  A' luân 
luân  tồ n  tạ i  p h â n  phối xác suấ t  có d iều  kiện chinh quy px , th ư ờ n g  đư ợ c  ký hiệu Qe 
(xem  [4]). G ià  sứ  Qe «  /.í với mọi 0 e 0 . Khi' ấy  theo  đ ịnh  nghiã  R adon-N vkodvm  
tồ n  tai ìiàm  m â t  đô
Qn{dx)
Hàm rp : B ( M ( p  X r)) -* R + (hoặc lị’ : L ° ° ( n , M ( p  X r))  — ỉ ỉ + ) đ ư ợ c  gọi là h à m  m ạo
hiểm Baves với p h â n  phối xác su ấ t  t iền  nghiệm  T nếu
< / > = / /  L(h{x),9)fe(x)fi(dx)T(dr).
J ç >  J  A / (  n  X q)
Ước lượng h e D ( M ( p  X r) ) (hoặc /ỉ G M ( p  X r)) đ ư ợ c  gọi là  ư ớ c  lượ ng  Bayes với
phân phoi xác su ấ t  t iền  nghiệm  r  nếu
(/'(/)) =  ¡IIf  Ỷ{h)  ( l i o ặ c  lị(ìi) -  i n f  4’Ợì))-
h£B ( ,l/(rxr)) hí L°°{it,AÍ(pXr))
Dị nil lý 2.4. Già s ừ  lớp ước lượng K cuả hàm  ẩn  0 e  0  c  A/(p  X r) Uioẩ m ã n  các
điều kiện:
(i) h{U(n X  q) ) C&,  Vh £  K
(ii) Vc > 0, 3 hoạch hữu  hạn  c  M( n x q )  và các đ iểm  Xi £ Et , i =  1 , »ỉ
sao cho
sup ||/ỉ(.)') -  /;(.!*,-)H.U(,-xr) < í. v/ỉ e A*, V/ = 1,2,
.reẼ,
('Ú/V /ớ/ỉ /ạ? c  > 0 sao cho
\ L(y ,  t h e t a )  — L ( y ' , 0)\ <  c \ \ y  — y' \ \M(pxr):  Vy,  y'  e  M ( p x  r) .
Khi ây  A' lả tập compact tư ơ ng  đôi  trong klìôùg gian Banach B( M( p  X r)) và trong 
lớp ICỨC licợng K tôn tại ước lượng Bayes ( với K  là bao đóng cuẩ K ) .
Cách rh ứ n g  m inh  đ ịnh  ]ý này tiến h ành  tư ơ n g  t ự  n h ư  trong  [3] với n h ữ n g  thay  
đổi thích hợp về chuẩn. Hơn n ữ a  củng có th ê  p h á t  biêu và chứng  m inh  đ ịnh  lý tồ n  
tại ước lượng Bayes cho lớp ước lưcrng com pact K  thuộc không gian M ( p  X /•))
tương t ự  như  2.4.
3. Về một xấp xỉ ước lượng Bayes trong mô hình phi tuyến 1-chiều
Xét t rư ờ ng  hợp  n = q = p =  r =  1, tứ c  là A' là biến sô ngẫu  nhiên. G iả  s ử  t ậ p  trị 
cuả A' là đóng  và  bị chặn thuộc ft1, kv hiện là. I.  G iả t h ử  không gian th a m  0  là  
tập  compact cuả R l . ỉ \ V hiệu B ( I )  là họ t ấ t  cả các ướ c  lượng bị chặn  cuả  th a m  ẩ n
0 € 0  c  H l . Ký hiệu C ( I )  là họ t ấ t  cà các h à m  liên tục  xác đ ịnh  t rê n  I .  Hiển nh iên  
B ( I )  và C ( Ị )  là các không gian Banach  và  C ( I )  c  B { I ) .
Định lý 3.1. Cho K  là lớp ước lượng cu à hàm  an  0 e  0  c  R l và thoẩ m ã n  các điều  
kiện trong 2.Ị .  Giả s ừ  hàm mât. độ f»(x) bị chặn đều. Kh i  ây  xây  dựng  đ ư ợ c  một  
đa thức xâp x ì  ước lương  Bayes thuôc K.
Chứng minh.  Vi K  th o ả  m ân  các đ iều  kiện cuả  đ ịnh  lý 2.4 nên  t rong  K  t ồ n  tạ i  ước 
lượng Bayes h. t a  sẽ t im  cách x ấp  xỉ /i b ằ n g  m ột đa. thức .
Lấy b ấ t  kỳ h e l ĩ .  T heo  đ ịn h  lý Lusin (xem [5]), tòn  tại  h à m  liên tục  g e c ự )  sao 
cho vó'i b ấ t  kỳ £ > 0 cho trư ớ c ,  ta có:
(E I  : h ( x )  Ỷ  f fU)})  <  Ç C 'ÏÇI' '
t rong  đó  (J là độ  đo  Lebegue trên  / ĩ1. T heo  già th iế t  3 Ữ ,  c  sao cho |/í(x)| < C ’, |í/(a;)| < 
ơ .  D ặt .4 =  {h(x) /  g(j-)}. Xót hệ th ứ c  (và n h ớ  rằn g  theo  giả th iế t  3C" : \fff{x)\ < C") :
\ <í i h )  -  ụ- (g) \  <  Í  í  \ L ( h ( . r ) . 0 )  -  H g ( x ) .  • ì \ f e ( x ) Ị i ( d x ) r ( d 0 )
Ji
<  [  Í  c \ h { i - )  -  (/{.I ) \ f e ( j  ) f i { d x ) r ( d O )  +  [  ỉ  c \ h ( x )  -  g ( x ) \ f e ( x ) f i ( d x ) T ( d O )  < ^ r .
J e  J j \ A  J e  J a  ¿
M ặt khác , với C > 0 n h ư  t,rên, theo  đ ịnh  lý xáp  xỉ W eierstrass (xem  [6]) tồ n  tại m ột
đa  th ứ c  Pni ĩ )a*  b ậ c  ?'(-)’ hệ w°  a = («0. Oi, • •■,«») e  Rn+\  thuộc  C ( ĩ )  sao cho
II.1? — Pnịs ),alk'( 11 < 2(7 ÇH ’
Do đó
t t ía)  -  V’(/Jn(£),a I -  f  J  c \tl(z) -  Pn{S).a\c(I)fe(l ' )ß{dx)r(de) <
Suy ra
U’'(íO -  VÍPnịsĩ.aị < I  +  2 = £'
T heo  xây chpìg t rên ,  ta  có (ỉa th ứ c  bậc n(r), hệ số ơ 6 /zn(£)+1. T a  sẽ cố đ ịnh  77(e) =  17.
T heo  đ ịnh  nghi ã cuả p liirm  hàm  V th i  ỵ \ p n a) chỉ phụ  thuộc  vào hệ số a G Rn+l. Vậy
với mọi « e  R”+ì t ồ n  tại duy  n h ấ t  một. số l Ị Ỉ P n . a ) -  Nên, tồ n  tạ i  m ộ t h à m  sô nh iều  
biến F  : R n+1 —  R l sao clio Fị a )  — Ị ị P n  a ) .
C hú V rằn g  với mồi h 6 K và với C > 0 cho trước , tồ n  tạ i  m ộ t sô n =  n(e) n h ư  trên  
và do đó  tồ n  tại không gian Rn+l. Nên. vó’i t í  G A\ h’ ^  /ỉ, sẽ có m ột không gian 
Hn +l khác. Vậy. hàm  F  xác đ ịnh  trôn các kliông gian khác  nliau. v ề  m ặt lý th u y ế t  
lav suprom um  cu à t ấ t  cã các n(e) này  vi nó có thê  bằn g  + 00. T uy  nhiên trên  quan  
ctiern t ln ĩc  h ành  (vi đ àv  là bài toán  xấp  xì), với moi /ì £ K  t a  có th ê  chọn đ ư ơ c  m ột 
số ì i ( ỉ )  dù  lớn sao cho liàni F  xác đ inh  trêu cùng m ột không gian 7?n^ )+1 và  tlioả 
F( a )  =  ý ( P n , a ) -  
Với quy ước n n h ư  trên ,  d ặ t
A e,h =  {(, 6  / ỉn+1 : \ v (h)  -  F(</)| <  £},  Ả £ = l i h £ K A £¡h.
Già sừ  F  t.lioà các đ iểu  kiên đ a t  cưc tiếu  trêu  A e (đê ý rằn g  chỉ cần  già th iế t  F  liên 
tục  thi là t ậ p  m ở thuộc Rn+1). Khi ấ v  tồ n  tại a e Ae sao cho
F ( a ~ ) =  i n f  F(a) .  
«e.4t
Gọi h là ước hrợng Bayes thuộc K ,  tức  là ị ' (h)  = i n f  4>{h). Với h này, theo  lập luận
h£K
trên , sẽ tồ n  tạ i đ a  t h ứ c  Pn>A với liệ số  a G R ’,+l  sao  cho
Do đó à e Ả£. Suy ra
Mặt khác, t a  có đồng  tluYi
Nôn
Từ (3) và (4) suv 1'a
T ừ  (2) và (5) ta  đirợc
|í-(a)-Ị.-(/>)|<e. (-2)
\ F ( a * ) - 4Ị h ) \ < ^ .  (3)
F{a)  -  vơ o  < £
V ' ( / ỉ )  -  4W )  <  £
F ( h * ) -  F ( a " ) < £
F ( a - ) - F ( a ) > -  3f. (4)
\ F( a”) -  F ( à ) \ < Ĩ£.  (5)
\ F ( a ' ) - . ú Ị h ) \ < 4 e .
T ừ  các hệ sô a* E R n + l , ta  tliiêt lập ckrọ’c m ội đ a  t l iức  p n bậc ?ỉ, hệ sô a*. Với (ta 
thức  này, ta  có i ' (P„ a- ) = F(fí*), thet) đ inh ngliià cua F.  V ây  t a  có
|V-(/0 -  V’(/ ’»,«• ))| <4f.
Điều này có ngh iã  ta. có t h ể  lây  (la l lúrc (mà t a  sẽ gọi là cla th ứ c  cực tiếu) làm  xâp  
xỉ cuà các irức lượng Bayes h và đ ịnh  lv cliirng m inh  xong.
Nhận xét. G iá  trị a* là cực tiếu  toàn  cục cuà  h à m  nh iều  biến  F.  Tu}’ nhiên  trong  
thực  tế, r ấ t  khó t im  đư ợ c  cưc t iêu  toàn  cuc. Vi vậv, n h ư  th ư ờ n g  lệ, ta sẽ chỉ t ím  
cực tiêu đ ịa  phư ơ ng  a* và dùng  a* này làm hệ sô cuà  cta th ứ c  cực tiêu đê  x ấp  xi 
ước lượng Bayes /í. T h ậ m  chi, ta. có thê  chì Jấy a* là. giá trị cuả  đ iểm  d ừ u g  và  dùng  
chúng làm  hệ sô cuà d a  th ứ c  cực tiêu.
Trên đây  ta  dà làm  bài toán xâp  xì cho t rư ờ n g  hợp A' là biên sô ngẫu  nhiên . Có 
thê nới lộng  bài toán  nà}- sang t rư ờ n g  hợp  A' là véc tơ  ngẫu nh iên  hay A" là m a t rậ n  
ngẫu nhiên. Khi ấy  t a  pliài sứ  dụng đ ịnh  ]ý Lusin v à  đ ịnh  lý x ấ p  xỉ \Veierstrass 
trong tn rờ n g  hợp không gian nh iều  chiều. Cách chứng m inh  sẽ không  khó 'h ơ n ,  t.uv
nhiên cồng kềnh hơn.
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Abstract
An approach to  the Bayes estimates in nonlinear statiscaI models
lit this nolc, we consider  the problem oj Ịìntỉing an approach to the Bayes ian  
est imates  in the nonl inear statist ical  mode ỉa X  =  ọ(0) +  e, where X  is a maii'ic, o f  
observat ions,  ip is a known nonl inear funct ion ,  and 0 e  0 , 0 is a compact subset  o f  
R 1.
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